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Περίληψη: H παρούσα εργασία αναφέρεται, αρχικά, στην επικράτηση του ηλεκτρονικού 
υπολογιστή ως καινοτόµου συσκευής γρήγορων υπολογισµών αλλά και ως σηµαντικού 
µέσου διδασκαλίας. Ακολούθως, εξετάζεται η συνεισφορά των ΤΠΕ στη διερεύνηση, 
διαλεύκανση αλλά και την επίλυση πολλών µαθηµατικών προβληµάτων, όπως για 
παράδειγµα, η εύρεση των ψηφίων του άρρητου αριθµού «π» αλλά και η απόδειξη  του 
διάσηµου θεωρήµατος των τεσσάρων χρωµάτων. Κατόπιν, εκτίθενται επιχειρήµατα περί 
της ωφελιµότητας των ΤΠΕ στη µαθηµατική εκπαίδευση, ως ισχυρών και 
αποτελεσµατικών γνωστικών εργαλείων. Στη συνέχεια παρουσιάζεται η νέα γενιά του 
γεωµετρικού λογισµικού, των Περιβαλλόντων ∆υναµικής γεωµετρίας, η οποία 
ριζοσπαστικοποίησε τη διδασκαλία  και µάθηση της Ευκλείδειας Γεωµετρίας. Τέλος, και 
για µάρτυρες υπεράσπισης των ΤΠΕ, ως «ενισχυτικών µάθησης», προτείνονται  τρόποι 
αξιοποίησης του Cabri Geometry στη µαθησιακή διαδικασία και ιδιαίτερα κατά την 
εφαρµογή της θεωρίας των πέντε, µη ηλικιακά συναρτηµένων, επιπέδων σκέψης των van 
Hiele. Η θεωρία αυτή  αποτελεί τον παράγοντα µε τη µεγαλύτερη επίδραση στη σχολική  
γεωµετρία, τα τελευταία  χρόνια. 

 

1. Ο ηλεκτρονικός  υπολογιστής 
Οι πέντε κεφαλαιώδεις ανακαλύψεις, που συνέβαλαν καταλυτικά και καίρια στη 
γρήγορη και αποτελεσµατική εκτέλεση υπολογισµών και αποτέλεσαν όλες 
ανεξαιρέτως, µεγάλες στιγµές των µαθηµατικών αλλά και µεγαλειώδεις σταθµοί σε 
κάθε, σχεδόν, πτυχή της ανθρώπινης εξέλιξης, είναι, κατά σειρά εµφάνισης, οι 
παρακάτω (Eves, 1989): ο άβακας, το ινδοαραβικό  σύστηµα, τα δεκαδικά κλάσµατα, 
οι λογάριθµοι και   ο σύγχρονος  υπολογιστής.   

Σύµφωνα µε έναν ορισµό (που συµµαχεί, ασφαλώς, µε την αλήθεια) οι 
υπολογιστές εφευρέθηκαν για να λύνουν πολύπλοκα µαθηµατικά προβλήµατα και 
εξισώσεις. Μάλιστα, η λέξη Υπολογιστής δήλωνε  αρχικά, το λύτη εξισώσεων και 
µόνο µετά το 1945, ταυτίστηκε µε το συγκεκριµένο µηχάνηµα (Cerussi, 2006).  

Οι ηλεκτρονικοί υπολογιστές καταχωρίσθηκαν ως µέσα διδασκαλίας, ήδη, 
από τη δεκαετία του 1950.  

Στα πολλά πλεονεκτήµατα, που κοσµούν και  ισχυροποιούν την εκπαιδευτική 
φαρέτρα του  Η/Υ, εν είδει  «µαθησιακών βελών», αναµφίβολα,  συγκαταλέγονται το 
δυναµικό περιβάλλον διεπαφής, η αλληλεπιδραστικότητα, η φιλικότητα, η ευχρηστία, 
η ταχύτητα, τα πλούσια γραφικά, οι δυνατότητες πλοήγησης στο κυβερνοχώρο αλλά 
και συγχρονικής και ασύγχρονης επικοινωνίας, η αυτόµατη λήψη και αποστολή 
αρχείων, η µετάλλαξή του σε µέσο, που αντικατέστησε παραδοσιακές συσκευές ήχου, 
εικόνας και διασκέδασης και φυσικά…ο κατάλογος συνεχίζεται, όπως και θα 
εµπλουτίζεται καθηµερινά µε νέες (ίσως και εξωπραγµατικές) δυνατότητες.  

Οι πρώτοι λειτουργικοί υπολογιστές που τέθηκαν σε χρήση ήταν ο MARK 1   
το 1944 στο Χάρβαρντ και o ENIAC το 1946, στο  πανεπιστήµιο της Πενσυλβάνια. Η  
χρήση των υπολογιστών ευδοκίµησε, αρχικά, σε πρόσφορο …υπερµέγεθες 
«µαθηµατικό» και «µηχανικό» έδαφος, σαν εργαλείο επίλυσης προβληµάτων. Ήταν 
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δε περιορισµένη, κυρίως, στην ανάγνωση και πληκτρολόγηση κειµένων (Alessi & 
Trollip, 2005). 

Το 1959, στο πανεπιστήµιο  του Ιλλινόις, ο Donald Bitier επινόησε το PLATO 
(Programmed Logic for Automatic Teaching Operations), το πρώτο, µεγάλης 
κλίµακας πρόγραµµα για τη χρήση των υπολογιστών στην εκπαίδευση. Το έργο  αυτό  
παρείχε γραφικά και πρώιµα περιβάλλοντα προγραµµατισµού για  την εκπαίδευση, µε 
τη βοήθεια υπολογιστών. Αργότερα,  παρουσιάζονται  και οι γλώσσες FORTRAN και  
BASIC, µε τη δεύτερη να διαδίδεται αµέσως και να καλύπτει πολλά γνωστικά 
αντικείµενα αλλά και όλες τις βαθµίδες της εκπαίδευσης (Molnar, 1997· Alessi & 
Trollip, 2005). 

Στο τέλος της δεκαετίας του 70, λόγω και του παιδαγωγικού, εκπαιδευτικού 
και διδακτικού ενδιαφέροντος, για εξατοµικευµένη διδασκαλία, παρουσιάστηκαν οι 
µικροϋπολογιστές, που µετασχηµάτισαν άρδην και ολοκληρωτικά το πεδίο της 
εκπαιδευτικής τεχνολογίας. Ο Μικροϋπολογιστής Apple II και αυτός της IBM, 
αµέσως µετά το 1981, αποτέλεσαν την αιχµή του τεχνολογικού δόρατος, που άλωσε 
και εκπόρθησε το εκπαιδευτικό, παραδοσιακό και συµβατικό φρούριο. Οι πρώτοι 
προσωπικοί υπολογιστές, αύξησαν δραµατικά την παραγωγή τους και τους κατόχους 
τους, µετά και το λανσάρισµα των Windows το 1995. Ενδιάµεσα, το 1991, είχε 
δηµιουργηθεί ο Παγκόσµιος Ιστός από τον Άγγλο Tim Berners-Lee. Ενδεικτικό της 
καταιγιστικής διείσδυσης των υπολογιστών είναι η αύξηση του ποσοστού χρήσης 
τους στα σχολεία της ∆ευτεροβάθµιας εκπαίδευσης στην Αµερική, από το 1% στο 
75%, µέσα στην εικοσαετία 1963-1983.  

Την εποχή εκείνη υπήρχε ένα αυξανόµενο αίσθηµα ευφροσύνης, ανάµεσα σε 
µαθητές και ειδικά για τα µαθηµατικά, αφού θεωρούνταν ότι κάθε µαθηµατικό 
πρόβληµα θα επιλυόταν µε τη βοήθεια των υπολογιστών και όλη η µαθηµατική 
δραστηριότητα θα ήταν προσανατολισµένη σε αυτούς. Αυτή η εσφαλµένη µαθητική 
παραδοχή και προσδοκία ονοµάσθηκε, χλευαστικά, «κοµπιουτερίτιδα». Βέβαια, οι 
υπολογιστές µπορούν να θεωρηθούν µαθηµατικά εργαλεία και πολύτιµοι 
µαθηµατικοί διευκολυντές, µόνο κατά την επεξεργασία µεγάλου πλήθους συµβόλων, 
σε εκτενείς υπολογισµούς και σε µεγάλης κλίµακας απαρίθµηση και έλεγχο 
προτύπων και περιπτώσεων (Eves, 1990). 

Γι’ αυτούς τους λόγους ο Υπολογιστής υπερτερεί του ανθρώπου. Με µηδενική 
πιθανότητα λάθους κάνει υπολογισµούς, που ο ανθρώπινος εγκέφαλος θα απαιτούσε 
χρόνο µεγαλύτερο της συµπαντικής ηλικίας, για να  τους εκτελέσει. Προς το παρόν, ο 
Υπολογιστής ηττάται και υποσκελίζεται, τουλάχιστον, σε 2 περιπτώσεις από έναν 
βιολογικό ον: Στην… αδυναµία αναπαραγωγής του και στη µηχανική περιχαράκωση 
της διάνοιάς του (Περσίδης, 1978). 

2. Μαθηµατικά προβλήµατα και Υπολογιστής 
Πάντως, µερικά, ίσως και σοβαρά µαθηµατικά προβλήµατα, βρήκαν λυσιτελές  
απάγκιο  και  αναζωογονητική θαλπωρή στα θερµά κυκλώµατα  και στους υπήνεµους  
διαδρόµους και καταχωρητές των επεξεργαστών των Ηλεκτρονικών Υπολογιστών. 
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Για παράδειγµα, τα τελευταία χρόνια το θέµα εύρεσης των δεκαδικών ψηφίων  
του π έχει πάρει διαστάσεις πρωταθλητισµού και έχουν ανακαλυφθεί, µε τη βοήθεια 
των Η/Υ, ήδη, από το 2001, πάνω από 50 δισεκατοµµύρια ψηφία (Μπλάτνερ, 2001). 
Εξάλλου, καταλυτική και καίρια είναι και η συνεισφορά των Η/Υ στην εύρεση των 
λεγόµενων τέλειων ή και φίλιων αριθµών.  

Η φιλία στα χρόνια των Πυθαγορείων είχε εξυψωθεί σε πολύ µεγάλο βαθµό, 
ώστε οι ακάµατοι αυτοί αριθµολόγοι ενδιαφέρθηκαν και για ζευγάρια αριθµών, που 
τους ονόµασαν φίλους, όπου ο ένας είναι το άθροισµα των γνήσιων διαιρετών του 
άλλου. Ένα ζεύγος τέτοιων αριθµών, που ανακάλυψαν οι Πυθαγόρειοι, είναι οι 284 
και 220, δεδοµένου ότι ∆220 = (1, 2, 4, 5, 10, 11, 20, 22, 44, 55, 110, 220) και το 
άθροισµα των γνήσιων διαιρετών, ισούται µε 284, ενώ ∆284 = (1, 2, 4, 71, 142, 284) 
και 1+2+4+71+142=220. Σήµερα, εξαιτίας της βοήθειας των υπολογιστών είναι 
γνωστά χιλιάδες ζεύγη φίλιων αριθµών. 

Οι Πυθαγόρειοι, αφού αντιστοίχιζαν τους τέλειους αριθµούς στους τέλειους 
ανθρώπους και τους φίλους στη φιλία, κατέληγαν στο συµπέρασµα ότι όπως 
σπανίζουν οι τέλειοι και οι φίλοι αριθµοί, έτσι σπανίζουν οι τέλειοι άνθρωποι και η 
φιλία µεταξύ των ανθρώπων. 

Τέλειος λέγεται ένας αριθµός, όταν είναι ίσος µε το άθροισµα των γνήσιων 
διαιρετών του. Ο αριθµός 6, για παράδειγµα είναι τέλειος γιατί οι διαιρέτες του, εκτός 
του 6 φυσικά, είναι οι 1, 2, 3 και 1+2+3=6. Το ίδιο συµβαίνει µε τον 28, αφού ισχύει 
∆28= (1, 2, 4, 7, 14, 28) και 1+2+4+7+14=28, δηλαδή ο 28 είναι ο επόµενος τέλειος 
αριθµός. Οι επόµενοι 3 τέλειοι αριθµοί εµφανίζονται παρακάτω: 

496 = 1 + 2 + 4 + 8 + 16 + 31 + 62 + 124 + 248 = 24 (25-1)  
8.128 = 1 + 2 + 4 + ... + 64 + 127 + ... + 4064 = 26 (27-1)  
33.550.336 = 1 + ... + 4096 + 8191 + ... + 16775168 = 212 (213-1)   
Ο Ευκλείδης είχε δείξει στο Ένατο Βιβλίο των Στοιχείων του, ότι αν ο 

αριθµός 2ν-1 είναι πρώτος τότε ο 2ν-1 (2ν-1) είναι τέλειος. Σήµερα, κάθε πρώτος 
αριθµός της µορφής  2ν-1, καλείται  πρώτος του Mersenne. Ο Euler συµπλήρωσε την 
απόδειξη, αποδεικνύοντας ότι ο a είναι ένας άρτιος τέλειος αριθµός, αν και µόνο αν, 
έχει τη µορφή  a= 2ν-1 (2ν-1). Περιττός τέλειος, µέχρι στιγµής, δεν έχει βρεθεί. 

Μέχρι σήµερα (Μάιος του 2010), είναι γνωστοί 47 πρώτοι αριθµοί του 
Mersenne και συνεπακόλουθα 47 τέλειοι αριθµοί! Στις 23 Αυγούστου 2008, από έναν 
υπολογιστή στο University of California, Los Angeles στον οποίο εγκαταστάθηκε το 
ελεύθερο λογισµικό-µηχανή GIMPS (Great Internet Mersenne Prime Search) 
ανακαλύφθηκε ο 243.112.609–1, ο 45ος πρώτος του Mersenne, ένας   αριθµός 12.978.189 
ψηφίων! Ακριβώς 2 βδοµάδες αργότερα, στις 6 Σεπτεµβρίου ο 46ος πρώτος του 
Mersenne, ήταν γεγονός. Ανακαλύφθηκε από τον Hans-Michael Elvenich στο  
Langenfeld, κοντά στην Κολονία, στη Γερµανία. Είναι ο  237.156.667- 1, µε  11.185.272 
ψηφία. Στις 12 Απριλίου του 2009, ο 242.643.801-1, ο 47ος πρώτος του Mersenne των 
12.837.064 ψηφίων (ο δεύτερος γνωστός µεγαλύτερος), είχε παραδώσει, ήδη, τα 
διαπιστευτήριά του. 
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Οι ανακαλύψεις του 45ου και 46ου φιγουράριζαν στην 29η θέση των «50 
καλύτερων εφευρέσεων του 2008», του περιοδικού TIME. Μάλιστα, στη µηχανή 
«GIMPS» απονεµήθηκε βραβείο $100.000 από το Electronic Frontier Foundation, 
εξαιτίας της ανακάλυψης πρώτου αριθµού του Mersenne, µε περισσότερα από  10 
εκατοµµύρια ψηφία (πηγή: www.mersenne.org).  

Φυσικά, από οποιαδήποτε ιστορική αναδροµή δεν θα ήταν απών ο  
επιστηµονικός, µαθηµατικός άθλος µε τα τεχνολογικά του δεκανίκια, η απόδειξη 
δηλαδή, του «θεωρήµατος των τεσσάρων χρωµάτων».  
 

 
Εικόνα 1. Θεώρηµα των τεσσάρων χρωµάτων 

 
Αυτό το διάσηµο θεώρηµα έχει µια ιστορία 156 χρόνων. ∆ιατυπώθηκε  από 

τον Άγγλο Francis Guthrie, το 1852, όταν παρατήρησε ότι τέσσερα χρώµατα είναι 
αρκετά για να επισηµανθούν οι νοµοί, σε ένα χάρτη της Αγγλίας. Γενικότερα, το 
θεώρηµα δηλώνει ότι οποιοδήποτε επίπεδο που χωρίζεται σε περιοχές (όπως ένας 
πολιτικός χάρτης) µπορεί να χρωµατισθεί, χρησιµοποιώντας το πολύ τέσσερα 
διαφορετικά χρώµατα.  

Μολονότι το θεώρηµα είναι αρκετά δύσκολο να αποδειχθεί, εντούτοις το 
πρόβληµα του χρωµατισµού χαρτών είναι εύκολο να κατανοηθεί και να εξηγηθεί. 
 Μεγάλοι µαθηµατικοί εργάσθηκαν σκληρά και  επί µαταίω,  για την  απόδειξη  
αυτού του απλού και απλοϊκού, φαινοµενικά, προβλήµατος. Μια λανθασµένη 
απόδειξη δηµοσιεύτηκε το 1879 από τον Alfred Kempe και το πρόβληµα θεωρούνταν 
λυµένο, για µια δεκαετία, ωσότου το λάθος εντοπισθεί. Μετά την κατάρρευση της 
απόδειξης του Kempe, πολλοί µαθηµατικοί, ερασιτέχνες και επαγγελµατίες, 
προσπάθησαν να λύσουν αυτό το ιντριγκαδόρικο  θεώρηµα, αποκαλούµενο ως  
«Υπόθεση των 4 χρωµάτων»  (Lovász & Pelikán & Vesztergombi, 2003).  

Αρκετές εσφαλµένες αποδείξεις κατατέθηκαν χωρίς φυσικά, έγκυρο 
επιστηµονικά, αντίκρισµα, γεγονός που παραπέµπει, ευθέως, στο «Τελευταίο 
θεώρηµα του Φερµά»,  το θεώρηµα που ταλαιπώρησε, για 350 περίπου χρόνια, γενιές 
µαθηµατικών που καταπιάστηκαν µε την επίλυσή του και συγκεντρώνει, µέχρι 
στιγµής, τις  περισσότερες, λανθασµένες απόπειρες απόδειξής του.   

Κάτι ανάλογο  (µα µικρότερης κλίµακας) σηµειώθηκε και µε τις άστοχες και 
ανεπιτυχείς προσπάθειες επίλυσης της Υπόθεσης των 4 χρωµάτων, αφού αποτέλεσαν 
αυτές τη θρυαλλίδα για την ανάπτυξη ενός ολοκληρωτικά νέου τοµέα των 
Μαθηµατικών, της θεωρίας γραφηµάτων.  
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Ώσπου το 1976, ο Kenneth Appel and Wolfgang Haken παρουσίασαν µια 
απόδειξη της υπόθεσης τεσσάρων χρώµατος την οποία και µετονόµασαν πια, 
αναγκαστικά, σε «θεώρηµα των τεσσάρων χρωµάτων». Το θεώρηµα αυτό ήταν το 
πρώτο που αποδείχθηκε µε τη βοήθεια Υπολογιστών. Έτσι, κατέστη εφικτός ο 
έλεγχος ενός τεράστιου αριθµού δυνητικών περιπτώσεων, οι οποίες περιέχονται σε 
αρκετές εκατοντάδες σελίδες, µε πολύπλοκες λεπτοµέρειες, ενώ δαπανήθηκαν 
τουλάχιστον 1.000 ώρες υπολογισµών σε υπολογιστή. Ανεπιφύλακτα, η λύση του 
προβλήµατος των τεσσάρων χρωµάτων, το καλοκαίρι του 1976, πρέπει να θεωρηθεί 
ως µια µεγάλη στιγµή των µαθηµατικών (Lovász & Pelikán & Vesztergombi, 2003· 
Eves, 1990). 

3. Η Τεχνολογία στα Μαθηµατικά  
Οι όροι «Πληροφορική» αλλά και οι «Νέες Τεχνολογίες» παραχώρησαν ευγενώς  τη 
θέση τους στον διεθνώς καθιερωµένο όρο «Τεχνολογίες Πληροφορίας και 
Επικοινωνιών», γνωστό και µε το ακρωνύµιο Τ.Π.Ε. Αυτές οι τεχνολογίες, 
αποκρυσταλλώνοντας όλους τους σχετικούς ορισµούς, περιλαµβάνουν, φυσικά, τους 
υπολογιστές, το ∆ιαδίκτυο, τις τεχνολογίες αναµετάδοσης και την τηλεφωνία. 

Ο υπολογιστής, ως επ-(προ)-έκταση του ανθρώπινου νου και επειδή 
υποστηρίζει γνωστικές διεργασίες και ενισχύει τις γνωστικές δεξιότητες των 
µαθητών, όπως κριτική σκέψη, επίλυση προβληµάτων, διερεύνηση και αναζήτηση 
πληροφοριών, δεξιότητες λήψης απόφασης, µεταγνωστικές διεργασίες, αυτορύθµιση 
και αναστοχασµό, ευνοήτως και δικαιωµατικά, θεωρείται σπουδαίο γνωστικό 
(νοητικό) εργαλείο (cognitive or mind tool).  

Υπό αυτήν την «γνωστική ιδιότητα» ο υπολογιστής και γενικά οι ΤΠΕ έχουν  
επιφέρει ευεργετικά αποτελέσµατα και θε(αµα)τικές επιπτώσεις στη σχολική 
πρακτική και διαδικασία, όπως αποδεικνύουν περίτρανα και αφοπλιστικά τα 
κοινότοπα ευρήµατα  πολλών  ερευνών, τις τελευταίες 2 και πλέον δεκαετίες. Αν και, 
βέβαια, εγείρονται και ενστάσεις, ως προς την ωφελιµότητα και προστιθέµενη αξία 
των ΤΠΕ στη µαθησιακή διαδικασία, σε κάθε περίπτωση όµως, ο κύριος πυλώνας 
τεχνολογικής, εκπαιδευτικής αξιοποίησης αποτυπώνεται περίτρανα στη δηκτική 
δήλωση του Noss, συνεργάτη του Piaget: «Τα χρηµατικά ποσά που διατίθενται για 
την παιδαγωγική κατάρτιση και επιµόρφωση των εκπαιδευτικών, επιβάλλεται να 
είναι εκατονταπλάσια αυτών που δαπανώνται για την αγορά υπολογιστών». 

Οι εκπαιδευτικές χρήσεις των ΤΠΕ χωρίζονται, αδροµερώς, σε 3 κατηγορίες 
(Βοσνιάδου, 2006). Η πρώτη κατηγορία αφορά στην ανάπτυξη βασικών δεξιοτήτων 
και στην εξοικείωση µε την Τεχνολογία. Επίσης, οι µαθητές µαθαίνουν να 
χρησιµοποιούν λογισµικά. Η δεύτερη περίπτωση επικεντρώνεται σε λογισµικά 
εξάσκησης και επανάληψης. Τέλος η τελευταία κατηγορία χρήσεων των ΤΠΕ  
περιλαµβάνει περισσότερο κονστρουκτιβιστικές    προσεγγίσεις. 

Σύµφωνα µε  το NCTM (2000),  η τεχνολογία είναι ουσιαστική για τη µάθηση 
των Μαθηµατικών, διότι επιδρά δραστικά στα Μαθηµατικά που διδάσκονται  στο 
σχολείο, ενισχύοντας τη διαδικασία της µάθησης. Τα τεχνολογικά εργαλεία µπορούν 
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να υποστηρίξουν την έρευνα και την ανακάλυψη της γνώσης από τους µαθητές, σε 
κάθε τοµέα των Μαθηµατικών. Οι µαθητές µπορούν να µάθουν περισσότερα 
Μαθηµατικά µε τη χρήση της τεχνολογίας,  η οποία όταν αξιοποιείται κατάλληλα και 
επαρκώς, µπορεί να παρέχει ένα πλούσιο περιβάλλον στο οποίο µπορούν να 
αναπτυχθούν η κατανόηση της  Γεωµετρίας αλλά και η διαίσθηση των µαθητών. Ο 
Noss και Hoyles περιγράφουν τον υπολογιστή ως ένα  παράθυρο µάθησης. Οι ΤΠΕ 
πρέπει να χρησιµοποιούνται στις αίθουσες, ώστε να βοηθούν τους µαθητές κατά την 
επίλυση προβληµάτων, προσφέροντας πρόσβαση σε πληροφορίες, αποτελώντας 
ιδανικό πεδίο για µοντελοποίηση προβληµάτων αλλά και  γόνιµο έδαφος ανάπτυξης  
µοντέλων και διαδικασιών λήψης  αποφάσεων (Jonassen & Howland, 2003).  

4. Αξιοποίηση των ∆υναµικών Περιβαλλόντων στη Μαθηµατική εκπαίδευση 
Πρόδηλα µπορούν να χαρακτηριστούν τα δυο κύρια συστατικά στοιχεία του 
ηλεκτρονικού υπολογιστή και έτσι, αβίαστα, είναι δυνατό, να αποκαλυφθεί η 
δισυπόστατη φύση του.  Το υλικό (hardware) και το λογισµικό  (software) αποτελούν  
το ζωογόνο ζεύγος τής «εικονικής ύπαρξής του». 

Φυσικά, υπάρχουν πολλοί διαθέσιµοι τύποι λογισµικών για τη διδασκαλία και 
τη µάθηση των µαθηµατικών. Προς τα τέλη της δεκαετίας του ΄80, τοποθετείται η  
νέα γενιά του γεωµετρικού λογισµικού, δηλαδή, των Περιβαλλόντων ∆υναµικής 
Γεωµετρίας µε δηµοφιλέστερους αντιπροσώπους το Cabri και το Sketchpad, που 
ριζοσπαστικοποίησαν τη διδασκαλία και µάθηση της Ευκλείδειας Γεωµετρίας. 

Τα πρώτα ∆υναµικά  Περιβάλλοντα Γεωµετρίας αξιοποίησαν πλήρως, την 
τεράστια πρόοδο που είχε συντελεστεί στη δηµιουργία γραφικών διεπαφών χρήστη. 
Ένα από τα κίνητρα ήταν να ενισχυθούν οι µαθητές, ώστε να αντιληφθούν τις γενικές 
πτυχές ενός στατικού διαγράµµατος (Laborde et all, 2006).  Επιπλέον ήταν (και είναι) 
περισσότερο φιλικά στο χρήστη και φυσικά δεν απαιτούν γνώσεις προγραµµατισµού, 
κάτι που προβάλλει, µάλλον, ως το σηµαντικότερο πλεονέκτηµά τους.   

Τα µαθηµατικά είναι µια από τις γλώσσες της φαντασίας και η γεωµετρία 
είναι µια δεξιότητα των µατιών, των χεριών καθώς επίσης και του νου. Οι λέξεις 
«θεώρηµα» και «θέατρο» είναι οµόριζες  και σχετίζονται µε τις παρουσιάσεις, µε τις 
επιδείξεις, ενώ και οι δύο παρέχουν µια αύρα µαγείας γύρω τους (Johnston- Wilder & 
Pimm, 2005). 

Τα λογισµικά ∆υναµικής Γεωµετρίας προσφέρουν αυτή την αίσθηση της 
µαγείας, µε τη δηµιουργία και το συνεχή µετασχηµατισµό διαγραµµάτων και άλλων  
µαθηµατικών µορφών. Αντίθετα από την ανθρώπινη νοητική φαντασία, η οθόνη του 
υπολογιστή µπορεί επίσης να κρατήσει συγκεκριµένες εικόνες για παρατήρηση και 
διερεύνηση και, επιπλέον, είναι ένας δηµόσιος χώρος, που καθιστά τις δυναµικές 
φαντασίες, ορατές σε όλους (Johnston- Wilder & Pimm, 2005). 

Η Γεωµετρία, αναµφίβολα, είναι το γνωστικό αντικείµενο στο οποίο η 
τεχνολογία έχει υπεισέλθει «δυναµικά», µέσω, αυτών των γνωστών διαδραστικών 
περιβαλλόντων µάθησης. Ακόµα, τέτοιες τεχνολογικές προσεγγίσεις είναι δυνατές 
ακόµα και στην ύλη του ∆ηµοτικού Σχολείου. Το σωστό εκπαιδευτικό λογισµικό έχει 
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υψηλή ανατροφοδοτική και αλληλεπιδραστική λειτουργία, αφού σχεδιάζεται και 
υλοποιείται, αυστηρά, για καθαρά διδακτικούς σκοπούς.  

Τα λογισµικά αυτά ανήκουν στην κατηγορία των διερευνητικών 
µικρόκοσµων, αποτελούν εικονικά εργαστήρια και επιτρέπουν στους µαθητές να 
δηµιουργήσουν πληθώρα οµοειδών σχηµάτων, να πειραµατισθούν, να εξερευνήσουν 
και να παρατηρήσουν, προκειµένου να εντοπίσουν σταθερές, πρότυπα και 
κανονικότητες, ώστε να διατυπώσουν υποθέσεις τις οποίες και θα δοκιµάσουν  
ακολούθως, µε τη συνδροµή του λογισµικού.  Σε ένα τέτοιο είδος αλληλεπίδρασης µε 
το µικρόκοσµο ο µαθητής µπορεί να αποκτήσει  τη γνώση που ενσωµατώνεται στο 
λογισµικό και µπορεί έπειτα να κατασκευάσει µια κατάλληλη γεωµετρική γνώση 
(Bartolini Bussi et all).  

Γενικά, πολλά αποτελέσµατα ερευνών αποκαλύπτουν ότι τα δυναµικά 
περιβάλλοντα διευκολύνουν την καλύτερη κατανόηση των γεωµετρικών εννοιών και   
ενθαρρύνουν τους µαθητές να κινηθούν προς υψηλότερα επίπεδα γεωµετρικής 
σκέψης πέραν µιας στραγγαλιστικής αποµνηµόνευσης ιδιοτήτων, κάποιων 
γεωµετρικών σχηµάτων (Ustun & Ubuz, 2004). 

5. Επίπεδα γεωµετρικής σκέψης van Hiele  και δυναµικά περιβάλλοντα  
Η σχολική γεωµετρία, που παρουσιάζεται αξιωµατικά, υποθέτει ότι οι µαθητές 
σκέφτονται µε ένα τυπικά συµπερασµατικό τρόπο. Μια άλλη θεωρία, όµως, σχετικά 
µε την εκµάθηση της γεωµετρίας είναι η θεωρία των van Hiele, δυο Ολλανδών 
παιδαγωγών, που ξεκίνησε το 1959 και αποτελεί, σήµερα, τον παράγοντα µε τη 
µεγαλύτερη επίδραση στη σχολική γεωµετρία. Αποτελείται από δύο κύριες πτυχές. Η 
πρώτη αποτελείται από µια ιεραρχική ακολουθία πέντε επιπέδων συλλογιστικών  
διεργασιών και γεωµετρικής σκέψης. Το δεύτερο µέρος ενδιαφέρεται για την 
ανάπτυξη της διαίσθησης των µαθητών και επικεντρώνεται στις φάσεις εκµάθησης,  
στα µέσα, δηλαδή, τα οποία µετέρχεται ένας δάσκαλος, προκειµένου  να αυξήσει  την 
απόδοση των µαθητών του, µέσω αυτών των διάφορων επιπέδων σκέψης. Τα επίπεδα 
έχουν µια συγκεκριµένη και αυστηρή αλληλουχία και καθώς το παιδί προχωράει 
γραµµικά, από ένα προηγούµενο επίπεδο στο επόµενο, το αντικείµενο των 
γεωµετρικών του συλλογισµών αλλάζει (Olkun & Sinoplu & Deryakulu, 2005· Van 
de Walle, 2005) 

Τα πέντε επίπεδα γεωµετρικής σκέψης των van Hiele, τα οποία, κατά βάση, 
δεν είναι ηλικιακά συναρτηµένα, είναι τα εξής (συνοδευόµενα από τα κυριότερα 
χαρακτηριστικά τους):    
• Επίπεδο 1: Νοερή Απεικόνιση (Visualisation). Οι µαθητές αναγνωρίζουν τα 

σχήµατα ως συνολικές οντότητες και παραβλέπουν τις ιδιότητες και τα ιδιαίτερα 
χαρακτηριστικά τους. Ένα περιστρεµµένο ορθογώνιο τρίγωνο, για παράδειγµα, 
που η βάση του δεν είναι παράλληλη στις γραµµές ή στο περίγραµµα τού 
τετραδίου, και στην περίπτωσή µας  στην κάτω πλευρά της οθόνης, πιθανόν, να 
µην αναγνωρίζεται ως τέτοιο. Επίσης οι µαθητές µπορούν να προσδιορίσουν ένα 
σχήµα από την εµφάνιση. Έτσι µπορούν να αναγνωρίζουν ένα εξάγωνο, αλλά να  
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αδυνατούν να διακρίνουν τις ίσες πλευρές του. To λογισµικό Cabri παρέχει τη 
δυνατότητα εύκολης δηµιουργίας όλων των επίπεδων γεωµετρικών σχηµάτων, 
υποστηρίζοντας, σθεναρώς, αυτό το πρώτο επίπεδο van Hiele αλλά και το 
δεύτερο, που ακολουθεί. 

• Επίπεδο 2: Ανάλυση (Analysis). Οι µαθητές εντοπίζουν τις ιδιότητες κάποιων 
σχηµάτων, αδυνατώντας, όµως,  να τις εξηγήσουν και να τις ορίσουν, και µέσω 
αυτών προβαίνουν σε χαλαρές οµαδοποιήσεις. Για παράδειγµα, οι µαθητές 
µπορούν να αναγνωρίσουν ότι το τραπέζιο έχει τέσσερις γωνίες και τέσσερις 
πλευρές, µε δυο απέναντι πλευρές παράλληλες. Βασικό χαρακτηριστικό των 
δυναµικών λογισµικών είναι η δυναµική τροποποίηση, η µετακίνηση και ο 
µετασχηµατισµός των σχηµάτων, µε διατήρηση, όµως, των βασικών σχέσεων και 
ιδιοτήτων τους. Είναι σαν τα σχήµατα να αντιδρούν στους χειρισµούς του χρήστη, 
ακολουθώντας  τους νόµους της Γεωµετρίας, ακριβώς όπως τα υλικά αντικείµενα 
αντιδρούν, σύµφωνα µε τους  νόµους της Φυσικής (Laborde et all, 2006).  

• Επίπεδο 3: Μη Τυπική Παραγωγή (Informal Deduction). Σε αυτό το επίπεδο οι 
µαθητές µπορούν να επιχειρηµατολογήσουν, µέσω µιας ενορατικής κατανόησης 
των ιδιοτήτων των σχηµάτων αλλά και κάποιων συσχετισµών µεταξύ των  
ιδιοτήτων  διαφορετικών σχηµάτων. «Ένα τρίγωνο χαρακτηρίζεται σκαληνό αφού 
διαθέτει τρεις άνισες µεταξύ τους πλευρές» είναι µια απόφανση µαθητή που η 
σκέψη του κινείται, τουλάχιστο, στο τρίτο επίπεδο της Μη Τυπικής Παραγωγής. 
Η λειτουργία του συρσίµατος (drag mode), παρέχει, άµεσα, τη δυνατότητα 
δυναµικών µετασχηµατισµών και διαµόρφωσης δυναµικών όψεων των 
γεωµετρικών κατασκευών και σχηµάτων, µε αποτέλεσµα, µόνο οπτικές 
διαφοροποιήσεις, αφού οι βασικές τους γεωµετρικές ιδιότητες παραµένουν 
αναλλοίωτες. Μέσω της απειρίας των σχηµάτων, οι µαθητές µπορούν να  
διατυπώνουν υποθέσεις, όσον αφορά στις  κοινές ιδιότητες των σχηµάτων, και να 
οδηγούνται, επαγωγικά,  σε γενικεύσεις.  

• Επίπεδο 4: Παραγωγή (Deduction). Οι µαθητές, στηριζόµενοι σε ορισµούς και   
αξιώµατα, αποδεικνύουν θεωρήµατα. Ακόµα και αν τα ∆υναµικά Περιβάλλοντα 
Γεωµετρίας δεν µπορούν να αποδείξουν, εντούτοις προετοιµάζουν και λιπαίνουν 
το έδαφος και τον τρόπο, και ίσως εξάπτουν την περιέργεια που απαιτείται, ώστε 
να ενθαρρυνθούν οι µαθητές για να καταπιαστούν µε το πρόβληµα (Aarnes  & 
Knudtzon, 2003). Προκειµένου να δοθεί µια γεωµετρική απόδειξη, που µπορεί να 
κατανοηθεί από ένα µαθητή, είναι σηµαντικό να ενισχυθεί αυτός, από ένα καλό 
σχήµα. Υπάρχουν πολλά καλά παραδείγµατα λειψών και εσφαλµένων 
γεωµετρικών αποδείξεων, που βασίστηκαν σε λανθασµένα σχήµατα. Μερικές 
φορές µια απόδειξη πρέπει να εξετάσει όλες τις πιθανές περιπτώσεις και εποµένως 
απαιτούνται πολλά σχήµατα για ένα απλό θεώρηµα. Αυτή τη δυνατότητα, 
ασφαλώς, την παρέχει αφειδώς και άµεσα το Cabri Geometry, εισάγοντας  και 
µυώντας, έτσι,  τους µαθητές σε  αποδεικτικούς  µηχανισµούς  (Accascina & 
Margiotta & Rogora, 2005). 
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• Επίπεδο 5: Αυστηρότητα (Rigor). Οι µαθητές, ως φοιτητές πια, µε υψηλή 
µαθηµατική σκέψη, µελετούν διάφορα αξιωµατικά συστήµατα, όπως τη 
γεωµετρία του Riemman ή την υπερβολική γεωµετρία του Lobachevsky  

Αυτονοήτως, το τέταρτο επίπεδο συνάδει και προσιδιάζει περισσότερο στα 
αναλυτικά προγράµµατα του Λυκείου, ενώ τα 3 πρώτα  σε µαθητές της υποχρεωτικής 
Εκπαίδευσης. Έτσι και τα δυναµικά περιβάλλοντα Γεωµετρίας καλύπτουν και 
υποστηρίζουν, αναφανδόν, αυτά τα τρία πρώτα επίπεδα γεωµετρικής σκέψης των van 
Hiele. Με τη δηµιουργία κατάλληλων ακολουθιακών  δραστηριοτήτων, που αφορούν 
σε κάθε ιεραρχικό επίπεδο, ενθαρρύνονται διαδικασίες διερεύνησης που ξεκινούν από 
την οπτικοποίηση (νοερή απεικόνιση), κατόπιν, «αναλύονται» και, τέλος, µέσω 
εικασιών και συσχετισµών (3ο επίπεδο) µπορούν να καταλήξουν σε, µαθηµατικά 
αυστηρές αποδείξεις (4ο επίπεδο). 

Συζήτηση -Συµπεράσµατα  
Στην παρούσα εργασία διερευνήθηκε η προστιθέµενη αξία των ΤΠΕ στα 
Μαθηµατικά, ως επιστηµονικό πεδίο αλλά και στη διδασκαλία και τη µάθησή τους. 
Είναι διαχρονική και, µάλλον, επιβεβαιωµένη η συνεισφορά των ηλεκτρονικών 
υπολογιστών στην απόδειξη κάποιων θεωρηµάτων (π.χ. των 4 χρωµάτων) και στην 
εύρεση «ειδικών» αριθµών (π, τέλειοι, φίλοι κλπ), γεγονός που δικαιώνει κατά πολύ 
τους λόγους της εφεύρεσής τους. Ακόµα είναι  προδήλως καταλυτική και η συµβολή 
τους στη διδασκαλία και την  κατανόηση των Μαθηµατικών. Μέσω της εργασίας 
αυτής και µε την αξιοποίηση των πολλών τρόπων κατασκευών, λειτουργιών και 
δραστηριοτήτων, που προσφέρει το λογισµικό Cabri Geometry µπορεί να 
αναδείχθηκε η µαθησιακή παρακαταθήκη των ∆υναµικών Περιβαλλόντων 
Γεωµετρίας, στην µελέτη  των τριών ή και του τέταρτου ακόµα, από τα πέντε  
επίπεδα γεωµετρικής σκέψης των van Hiele.  

Εξαιτίας των παραπάνω, το «τρίληµµα» του τίτλου, ίσως, να προβάλει απλό, 
ευεξήγητο και ευεπίλυτο, αφού η ωφελιµότητα της τεχνολογίας µπορεί να καθιστά  
περιττή και ουτοπική  κάθε αντίθετη επιχειρηµατολόγηση. 

Σε κάθε περίπτωση όµως, ο επιµορφωµένος εκπαιδευτικός µε τη θετική στάση 
του, απέναντι στις ΤΠΕ, είναι η βασικότερη παράµετρος προσπορισµού 
εκπαιδευτικών και µαθησιακών ωφελειών και ωφεληµάτων, µια όντως, αυταπόδεικτη 
πραγµατικότητα, που, ουδόλως, θα πρέπει να παραλείπεται.  
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